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U ovom radu izucˇavat c´emo problem mijesˇanja fluida koji je formulirao Bressan [2, 3].
U prvom poglavlju dajemo pregled notacije i nekih koriˇstenih rezultata.
U drugom poglavlju dajemo rigoroznu formulaciju problema u Lagrangeovim i
Eulerovim koordinatama i pokazujemo neke osnovne cˇinjenice vezane uz problem.
U trec´em poglavlju definiramo velicˇine nazvane Bianchinijeve polunorme, koje je
prvi uveo Stefano Bianchini u svom radu [1] vezanom uz jednodimenzionalni problem
mijesˇanja, te pokazujemo povezanost izmedu tih velicˇina i Bressanovog problema.
U cˇetvrtom poglavlju prikazujemo jednu jednodimenzionalnu varijantu problema,
koju je rijesˇio Bressan u istom radu [2] u kojem postavlja dvodimenzionalnu formu-
laciju te donosimo alternativni dokaz po uzoru na Bianchinijev dokaz iz [1].
U petom poglavlju prikazujemo aktualne rezultate vezane uz viˇsedimenzionalni
problem mijesˇanja. Prikazujemo dokaz koji su dali Hadzˇic´, Seeger, Smart i Street
[6] za slabiju varijantu Bressanove slutnje, u kojoj je L1-norma zamijenjena vec´om
Lp-normom za neki p > 1. Takoder prikazujemo rjesˇenje jedne dvodimenzionalne,
diskretne varijante problema istih autora.
Zahvaljujem Vjekoslavu Kovacˇu na mnogobrojnim korisnim prijedlozima, savje-
tima i odgovorima pri izradi ovog diplomskog rada.
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Poglavlje 1
Oznake i preliminarni rezultati
1.1 Oznake
U ovom odjeljku donosimo pregled oznaka, od kojih bi neke mogle biti nestandardne.
S Td oznacˇavamo d-dimenzionalni torus Rd/Zd, cˇije tocˇke opisujemo koordinatama
x = (x1, . . . , xd), xi ∈ [0, 1〉. S | · | oznacˇavamo mjeru na Td induciranu Lebesgueovom
mjerom na Rd putem poistovjec´ivanja torusa sa skupom [0, 1〉 ⊂ Rd, a s d(·, ·) metriku
induciranu Euklidskom metrikom na Rd putem kvocijentiranja po cjelobrojnoj resˇetci
Zd. S Br(x) oznacˇavamo kuglu radijusa r > 0 sa srediˇstem u x ∈ Td u danoj metrici.
S Vd oznacˇavamo volumen jedinicˇne kugle u Rd. S T (Td) oznacˇavamo tangencijalni
svezˇanj torusa Td. Funkcije na Td mozˇemo promatrati i kao 1-periodicˇne funkcije na
Rd pa se standardni rezultati iz analize na Rd lako prenose na torus. Za dvije realne
funkcije f, g : Td → R c´emo s f ∗ g oznacˇavati njihovu konvoluciju.
Za realnu funkciju f : Td → R c´emo s ∂f
∂xi
oznacˇavati njenu i-tu parcijalnu deriva-
ciju, a s∇f vektor njenih parcijalnih derivacija, odnosno njen gradijent. Za vektorsku
funkciju ~v : Td → T (Td) s vi oznacˇavamo njene komponentne funkcije, s D~v njenu












· · · ∂vd
∂xd
 ,
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Kod funkcija koje ovise o vremenu c´emo dodati x u donji indeks kako bismo
naznacˇili da se neka operacija radi samo po prostornim varijablama, pa c´emo tako
pisati ∇xf , Dx~v ili divx ~v.
Pod pojmom glatke funkcije na nekom otvorenom skupu Ω, osim ako je drukcˇije
naglasˇeno, podrazumijevamo funkciju klase C∞(Ω). Ako skup Ω nije otvoren, pod
glatkom funkcijom podrazumijevamo funkciju koja se mozˇe prosˇiriti do funkcije iz
C∞(Ω′) za neki otvoreni nadskup Ω′ od Ω.
Za dvije funkcije, f, g : X → R, definirane na istom skupu X pisat c´emo
f . g,
ako postoji konacˇna konstanta C > 0 takva da za svaki x ∈ X vrijedi |f(x)| 6
C|g(x)|. Pretpostavimo da imamo josˇ neku kolekciju parametara P . Ako implicitna
velicˇina C zapravo nije konstantna, vec´ ovisi o parametrima iz P i samo o njima,
tada c´emo to notacijski naglasiti:
f .P g.
Svojstva relacije . krajnje su ocˇita, a mogu se nac´i popisana u [8, odjeljak 1.3].
Skupovnu operaciju simetricˇne razlike c´emo oznacˇavati sa A4B,
|A4B| = |A \B| ∪ |B \ A|.
Za dva izmjeriva skupa c´emo rec´i da su g.s. jednaki ako je |A4B| = 0.
1.2 Preliminarni rezultati
Jacobijeva formula
Vazˇan sastojak u dokazu da tok inkompresibilnog vektorskog polja cˇuva mjeru je
sljedec´a formula.












pri cˇemu adj(B) oznacˇava adjunktu matrice B.
Dokaz. Neka je F : Rn2 → R funkcija definirana s
F (a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann) = det (aij)
n
i,j=1.
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Raspiˇsemo li F pomoc´u Laplaceovog razvoja:
F (a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann) =
n∑
k=1
(−1)i+kaikAik, ∀i = 1, . . . , n,
nije tesˇko vidjeti da je
∂F
∂aij
(a11, . . . , a1n, . . . , an1, . . . , ann) = (−1)i+jAij,
gdje sa Aij oznacˇavamo determinantu matrice dobivene uklanjanjem i-tog retka i
j-tog stupca iz matrice (aij)
n
i,j=1. Vidimo da je zapravo
∂F
∂aij
















































Preslikavanja koja cˇuvaju mjeru
Neka su (X,F , λ) i (Y,G, µ) dva prostora mjere i neka je ϕ : X → Y izmjerivo pres-
likavanje izmedu njih. Rec´i c´emo da ϕ cˇuva mjeru ako za svaki izmjeriv skup F ∈ G
vrijedi λ(ϕ−1(F )) = µ(F ). Za takva preslikavanja imamo sljedec´i rezultat koji c´emo
cˇesto koristiti.
Propozicija 1.2.2. Neka su (X,F , λ) i (Y,G, µ) dva prostora mjere i neka je ϕ : X →
Y izmjerivo preslikavanje izmedu njih koje cˇuva mjeru. Tada za svaku integrabilnu
funkciju f : Y → R vrijedi

X
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Takoder, za svaki izmjeriv skup F ⊂ Y vrijedi:

ϕ−1(F )




Dokaz. Prvu tvrdnju mozˇemo pokazati Lebesgueovom indukcijom.
Prvo tvrdnju dokazujemo za karakteristicˇnu funkciju izmjerivog skupa F ⊂ Y ,
f = 1F . Imamo:
X
(f ◦ ϕ)(y) dλ =

X




= λ(ϕ−1(F )) = µ(F ) =

Y




pri cˇemu smo u cˇetvrtoj jednakosti koristili da ϕ cˇuva mjeru.





pri cˇemu su ai > 0, F1, . . . , Fn ∈ G. Tada vrijedi

X

































pri cˇemu smo u drugoj i cˇetvrtoj jednakosti koristili linearnost integrala, a u trec´oj
tvrnju pokazanu u prvom koraku.
Dalje uzmimo da je f nenegativna izmjeriva funkcija. Tada znamo da postoji
rastuc´i niz (fn)
∞
n=1 jednostavnih nenegativnih izmjerivih funkcija takav da je limn fn =
f . Koristec´i cˇinjenicu da je fn ◦ ϕ takoder rastuc´i niz jednostavnih nenegativnih
izmjerivih funkcija, i da je limn(fn ◦ ϕ) = f ◦ ϕ, mozˇemo racˇunati
X





























U drugoj i cˇetvrtoj tvrdnji koristimo Lebesgueov teorem o monotonoj konvergenciji,
a u trec´oj tvrdnju iz prethodnog koraka.
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Konacˇno, neka je f izmjeriva funkcija. Tada f mozˇemo prikazati kao f = f++f−.
Kako f+ i f− zadovoljavaju uvjete iz prethodnog koraka, te je (f ◦ ϕ)+ = f+ ◦ ϕ i
(f ◦ ϕ)− = f− ◦ ϕ imamo:

X
(f ◦ ϕ)(x) dλ =

X
(f ◦ ϕ)+(x) dλ−

X




(f+ ◦ ϕ)(x) dλ−

X












Sada mozˇemo dokazati drugu tvrdnju:

ϕ−1(F )
(f ◦ ϕ)(x) dλ =

X
(f ◦ ϕ)(x)1ϕ−1(F )(x) dλ =

X








Osnovna lema varijacijskog racˇuna
Vazˇan alat u dokazivanju jedinstvenosti slabih rjesˇenja parcijalnih diferencijalnih jed-
nadzˇbi je sljedec´i rezultat, u literaturi poznat pod nazivom osnovna lema varijacijskog
racˇuna.
Teorem 1.2.3. Neka je Ω ⊂ Rd otvoren te neka je f funkcija iz L1loc(Ω) koja zado-
voljava 
Ω
f(x)φ(x) dx = 0, ∀φ ∈ C∞c (Ω).
Tada je f = 0 u L1(Ω), odnosno f je jednaka 0 g.s.
Gornji teorem, kao i njegov dokaz, mozˇe se nac´i u [7] kao lema 3.2.3.
Poglavlje 2
Bressanov problem mijesˇanja
Promatramo torus ispunjen s dva fluida, crnim i bijelim, koji se mijesˇaju pod utjeca-
jem vremenski zavisnog vektorskog polja ~v. U pocˇetnom trenutku je jedna polovica
torusa ispunjena crnim, a druga bijelim fluidom, a u trenutku T zauzimaju neku kon-
figuraciju, kao na slici 2. Rec´i c´emo da su fluidi izmijesˇani do na velicˇinu ε > 0 ako
u trenutku T u svakoj kugli radijusa ε mozˇemo nac´i odredeni udio oba fluida. Intu-
itivno, vektorsko polje koje dobro mijesˇa fluide mora biti daleko od konstantnog jer
cˇestice koje su na pocˇetku bile blizu mora usmjeriti na udaljena mjesta. Kao mjeru
,,truda” ulozˇenog u mijesˇanje, odnosno udaljenosti vektorskog polja od konstantnog,
uvodimo velicˇinu  T
0
‖Dx~v‖L1(Td) dt.
Alberto Bressan postavio je hipotezu da ,,trud” ili ,,trosˇak” nuzˇan za mijesˇanje do
na velicˇinu ε raste kao log(1/ε) kada ε→ 0.
2.1 Mijesˇanje u Lagrangeovim koordinatama
Definicija 2.1.1. Izmjerivi skup E ⊂ Td je izmijesˇan do na velicˇinu r > 0 s kons-
tantom mijesˇanja κ ∈ 〈0, 1/2〉 ako vrijedi
κ 6 |E ∩Br(x)||Br(x) 6 1− κ, ∀x ∈ T
d.
Neka je ~v : [0, T ]×Td → T (Td) vremenski zavisno vektorsko polje s vrijednostima
u tangencijalnom svezˇnju torusa. Njegov tok je preslikavanje Φ: [0, T ] × Td → Td
7
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t = 0 t = T
Slika 2.1: Fluidi prije i nakon mijesˇanja pod utjecajem vektorskog polja.
koje zadovoljava Cauchyjevu zadac´u
∂Φ
∂t
(t, x) = ~v(t,Φ(t, x)), ∀(t, x) ∈ 〈0, T 〉 × Td,
Φ(0, x) = x, ∀x ∈ Td.
(2.1)
Postojanje toka za glatka vektorska polja daje nam sljedec´i teorem. Dokaz se mozˇe
nac´i u [4].
Teorem 2.1.2. Neka je ~v : [0, T ]× Td → T (Td) glatko vektorsko polje. Tada postoji
glatko preslikavanje Φ: [0, T ]× Td → Td koje zadovoljava Cauchyjevu zadac´u 2.1.
Ako je divx ~v(t, x) = 0 za sve (t, x) ∈ [0, T ] × Td, kazˇemo da je vektorsko polje
~v solenoidalno ili inkompresibilno, a za njegov tok takoder kazˇemo da je inkompre-
sibilan. Za svaki t ∈ [0, T ] s Φt c´emo oznacˇavati preslikavanje x 7→ Φ(t, x). Za
inkompresibilne tokove vrijedi sljedec´a vazˇna cˇinjenica.
Propozicija 2.1.3. Neka je ~v : [0, T ]× Td → T (Td) glatko i ogranicˇeno inkompresi-
bilno vektorsko polje i neka je Φ njegov tok. Tada je za svaki t ∈ [0, T ] preslikavanje
Φt glatki difeomorfizam koji cˇuva mjeru.
Dokaz. Dovoljno je pokazati da je detDxΦt(t, x) = 1 za sve (t, x) ∈ [0, T ] × Td.

































= divx ~v(t,Φ(t, x)) detDxΦ(t, x) = 0.
Dakle, vrijedi detDxΦ(t, x) = detDxΦ(0, x), a zbog pocˇetnog uvjeta Φ(0, x) = x
je detDxΦ(0, x) = 1 pa slijedi tvrdnja.
Neka E ⊂ Td predstavlja podrucˇje ispunjeno jednim fluidom, a Ec drugim. Iz
prethodne propozicije slijedi da je |Φt(E)| = |E| za sve t ∈ [0, T ], odnosno volumen
oba fluida je ocˇuvan kroz vrijeme. Stoga ima smisla rec´i da tok Φt mijesˇa fluide.
Definicija 2.1.4. Kazˇemo da tok Φ: [0, T ] × Td → Td mijesˇa skup E ⊂ Td do na
velicˇinu ε > 0 s konstantom mijesˇanja κ ∈ 〈0, 1/2〉 ako skup ΦT (E) zadovoljava
definiciju 2.1.1 s istim konstantama.
Bressan je u [3] formulirao sljedec´u slutnju za cˇije razrjesˇenje nudi $500.
Slutnja 2.1.5. Razdijelimo Td na disjunktnu uniju ΩL ∪ ΩR na sljedec´i nacˇin:
ΩL :=
{




x ∈ Td : 1/2 6 x1 < 1
}
.
Za svaki ε dovoljno mali i za svako glatko inkompresibilno vektorsko polje ~v : [0, T ]×
Td → T (Td) cˇiji tok Φ mijesˇa skup ΩL do na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja κ
vrijedi  T
0
‖Dx(t, ·)~v‖L1(Td) dt &κ,d log(1/ε).
2.2 Mijesˇanje u Eulerovim koordinatama
Problem mijesˇanja mozˇemo promatrati iz materijalnog i iz prostornog koordinatnog
sustava. U ovom odjeljku c´emo formulirati problem iz prethodnog odjeljka u pros-
tornim koordinatama. Ovakva formulacija koristi se npr. u [9].
Neka je θ : [0, T ] × Td → R skalarno polje pod utjecajem polja brzine ~v : [0, T ] ×
Td → T (Td). Polja θ i ~v zadovoljavaju sljedec´u Cauchyjevu zadac´u:
∂θ
∂t
+ divx(θ~v) = 0, na 〈0, T 〉 × Td,
θ(0, ·) = θ0 na Td.
(2.2)
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U slucˇaju inkompresibilnog vektorskog polja imamo:
divx(θ~v) = θ divx ~v +∇xθ · ~v,
pa diferencijalna jednadzˇba iz 2.2 prelazi u
∂θ
∂t
+∇xθ · ~v = 0.
Tada nam egzistenciju i jedinstvenost rjesˇenja u klasicˇnom smislu daje sljedec´i teorem.
Teorem 2.2.1. Neka je v : [0, T ] × Td → T (Td) glatko i ogranicˇeno vektorsko po-
lje, te neka je θ0 ∈ C1(Td). Tada Cauchyjeva zadac´a 2.2 ima jedinstveno rjesˇenje
θ ∈ C1([0, T ]× Td).
Dokaz. Iz teorema 2.1.2 znamo da postoji glatki tok Φ vektorskog polja v. Za svaki
t ∈ [0, T ] je preslikavanje Φt glatki difeomorfizam, sˇto znacˇi da ima glatki inverz
Φ−1t . Stoga mozˇemo definirati preslikavanje θ : [0, T ]×T1 → R s θ(t, x) = θ0(Φ−1t (x))
koje je glatko kao kompozicija glatkih preslikavanja. Lako je vidjeti da θ zadovoljava










(t,Φ(t, x)) +∇xθ(t,Φ(t, x)) · ~v(t,Φ(t, x)).
Uvrsˇtavanjem Φ−1t (x) dobivamo da θ zadovoljava i diferencijalnu jednadzˇbu, cˇime
smo pokazali egzistenciju rjesˇenja.
Buduc´i da je jednadzˇba linearna, da bismo pokazali jedinstvenost rjesˇenja, do-
voljno je pokazati da je jedino rjesˇenje za pocˇetni uvjet θ0 = 0 upravo nul-funkcija.




+ 2θ∇xθ · ~v = ∂
∂t













2~v) dx = 0.
Dakle, L2-norma rjesˇenja je ocˇuvana, pa ako je θ(0, ·) = 0, onda je θ nul-funkcija.
U duhu definicija 2.1.1 i 2.1.4 dajemo sljedec´e dvije definicije.
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Definicija 2.2.2. Rec´i c´emo da je funkcija f ∈ L1(Td) izmijesˇana do na velicˇinu




pri cˇemu je χε karakteristicˇna funkcija kugle radijusa ε normalizirana tako da je
‖χε‖L1(Td) = 1.
Definicija 2.2.3. Vektorsko polje v : [0, T ] × Td → T (Td) mijesˇa funkciju θ0 do na
velicˇinu ε > 0 s konstantom mijesˇanja µ ∈ 〈0, 1〉 ako je rjesˇenje Cauchyjeve zadac´e θ
u trenutku T izmijesˇano s istim konstantama, odnosno ako funkcija θ(T, ·) zadovoljava
uvjete definicije 2.2.2.
Vezu medu definicijama 2.1.4 i 2.2.3 otkriva nam sljedec´a propozicija.
Propozicija 2.2.4. Skup E ⊂ Td izmijesˇan je do na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja
κ ako i samo ako je funkcija fE = 1E−1Ec izmijesˇana do na velicˇinu ε s konstantom
mijesˇanja µ = 1− 2κ.
Dokaz. Uocˇimo da je fE = 2 · 1E − 1. Imamo sljedec´i niz ekvivalencija:
κ 6 |E ∩Bε(x)||Bε(x)| 6 1− κ, ∀x ∈ T
d
⇐⇒ κ 6 (1E ∗ χε)(x) 6 1− κ, ∀x ∈ Td
⇐⇒ 2κ− 1 6 ((2 · 1E − 1) ∗ χε)(x) 6 1− 2κ, ∀x ∈ Td
⇐⇒ |((2 · 1E − 1) ∗ χε)(x)| 6 1− 2κ, ∀x ∈ Td
⇐⇒ (fE ∗ χε)(x) 6 1− 2κ, ∀x ∈ Td
⇐⇒ ‖fE ∗ χε)(x)‖L∞(Td) 6 (1− 2κ)‖fE‖L∞(Td)
⇐⇒ ‖fE ∗ χε)(x)‖L∞(Td)‖‖fE‖L∞ 6 1− 2κ = µ.
Za nasˇe potrebe, teorem 2.2.1 i klasicˇni pojam rjesˇenja Cauchjeve zadac´e nec´e
biti dovoljni jer zˇelimo pocˇetni uvjet θ0 = 1E − 1Ec koji nije gladak. Mnozˇenjem
diferencijalne jednadzˇbe iz 2.2 s ϕ ∈ C∞c ([0, T 〉×Td) i primjenom parcijalne integracije








(t, x) + ~v(t, x) · ∇xϕ(t, x)
)




Gornji integral ima smisla cˇim su θ0 i θ integrabilne pa dajemo sljedec´u definiciju
slabog rjesˇenje zadac´e 2.2.
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Definicija 2.2.5. Neka je ~b : [0, T ]×Td → T (Td) glatko i θ0 ∈ L1(Td). Funkcija θ ∈
















Da je slabo rjesˇenje zbilja prosˇirenje pojma klasicˇnog rjesˇenja govori nam sljedec´i
teorem.
Teorem 2.2.6. Ako je θ slabo rjesˇenje u smislu definicije 2.2.5 koje je josˇ i glatko,
onda je θ rjesˇenje Cauchyjeve zadac´e 2.2 i u klasicˇnom smislu.
Dokaz. Buduc´i da je θ glatka funkcija, mozˇemo provesti postupak parcijalne integra-








(t, x) + ~v(t, x) · ∇xθ(t, x)
)
ϕ(t, x) dx dt = 0.
Primjenom osnovne leme varijacijskog racˇuna za neprekidne funkcije, slijedi da je
diferencijalna jednadzˇba zadovoljena.
Teorem 2.2.7. Slabo rjesˇenje Cauchyjeve zadac´e postoji i jedinstveno je.
Dokaz. Kao i u dokazu teorema 2.2.1, definirat c´emo funkciju θ : [0, T ] × Td → R s
θ(t, x) = θ0(Φ
−1
t (x)). Pokazˇimo da je θ zbilja slabo rjesˇenje. Koristec´i cˇinjenicu da


































































ϕ(T,Φ(T, x))− ϕ(0,Φ(0, x)) dx = −
Td
θ0(x)ϕ(0, x) dx.
Vidimo da je ovako definiran θ zbilja slabo rjesˇenje Cauchyjeve zadac´e.
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Josˇ samo moramo pokazati da je jedino rjesˇenje za pocˇetni uvjet θ0 = 0 upravo









(t, x) + ~v(t, x) · ∇xϕ(t, x)
)
dx dt = 0, ∀ϕ ∈ C∞c ([0, T 〉 × Td).




+ ~v · ∇xϕ = ψ.
Na slicˇan nacˇin kao u teoremu 2.2.1, mozˇemo pokazati da Cauchyjeva zadac´a
∂ϕ
∂t
+ ~v · ∇xϕ = ψ, na 〈0, T 〉 × Td,
ϕ(0, ·) = ϕ0, na Td.
ima jedinstveno glatko rjesˇenje dano formulom








Potrebno je samo odabrati pogodan pocˇetni uvjet ϕ0 da bi funkcija ϕ imala kompak-
tan nosacˇ.











Ako je t > T , integrand iscˇezava pa je i ϕ jednaka 0. Dakle, suppϕ je sadrzˇan u
[0, T 〉 × Td sˇto je ogranicˇen skup, pa je nosacˇ zasigurno kompaktan. Primjenom os-
novne leme varijacijskog racˇuna slijedi da je θ = 0 g.s., sˇto onda povlacˇi jedinstvenost
slabog rjesˇenja transportne jednadzˇbe.
Napomena 2.2.8. Dokaz prethodnog teorema preuzet je iz [5, teorem 4.3.6].
U dokazu prethodnog teorema vidjeli smo da je slabo rjesˇenje zadac´e, kao i
klasicˇno, dano formulom θ(t, x) = θ0(Φ
−1
t (x)). Direktno iz formule slijedi analogon
propozicije 2.2.4 za definicije 2.1.4 i 2.2.3.
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Propozicija 2.2.9. Neka je ~v : [0, T ] × Td → T (Td) vremenski zavisno vektorsko
polje i Φ pripadajuc´i tok. Tok Φ mijesˇa skup E ⊂ Td do na velicˇinu ε s konstantom
mijesˇanja κ ako i samo vektorsko polje ~v mijesˇa funkciju fE = 1E−1Ec do na velicˇinu
ε s konstantom mijesˇanja µ = 1− 2κ.
Dokaz. Iz formule za slabo rjesˇenje dobivamo:





T (x))− 1Ec(Φ−1T (x))
= 1ΦT (E)(x)− 1ΦT (E)c(x)
= fΦT (E)(x).
Tvrdnja sada slijedi iz propozicije 2.2.4 primijenjene na ΦT (E).
Konacˇno, dajemo iskaz Bressanove slutnje u Eulerovoj formulaciji.
Slutnja 2.2.10. Neka su ΩL i ΩR kao u 2.1.5. Za svaki ε dovoljno mali i glatko
inkompresibilno vektorsko polje ~v : [0, T ] × Td → T (Td) koje mijesˇa funkciju fΩL =
1ΩL − 1ΩR do na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja µ vrijedi
 T
0
‖Dx~v(t, ·)‖L1(Td) dt &µ,d log(1/ε).
Jasno je da su dvije formulacije ekvivalentne i lako je prenijeti rezultate iz jednih
koordinata u druge.
2.3 Osnovni rezultati i napomene
Za dani skup E ⊂ Td ima smisla pitati se koja je najvec´a konstanta mijesˇanja s kojom
on mozˇe biti izmijesˇan. Dajemo jednu jednostavnu gornju ogradu.
Propozicija 2.3.1. Neka je skup E ⊂ Td izmijesˇan do na velicˇinu r > 0 s konstan-
tom mijesˇanja κ. Tada mora vrijediti κ 6 |E| 6 1− κ.
Dokaz. Integriranjem |E ∩Br(x)| po x ∈ Td dobivamo:
Td


























= rd Vd |E|.
Integriranjem nejednakosti iz definicije izmijesˇanosti slijedi tvrdnja.
Da bi definicija 2.1.1 imala smisla, zˇelimo da izmijesˇanost do na velicˇinu r povlacˇi
izmijesˇanost i za vec´e velicˇine. Sljedec´a propozicija je jednostavna posljedica cˇinjenice
da vec´u kuglu (radijusa r′) mozˇemo popuniti manjim kuglama (radijusa r) s efi-
kasnosˇc´u barem cd > 0 za neku konstantu cd koja ovisi samo o dimenziji d, cˇim je
r dovoljno mali u odnosu na r′. Sˇtoviˇse, cd se mozˇe po volji priblizˇiti tzv. kons-
tanti pakiranja prostora kuglama, koja je uglavnom nepoznata (osim u dimenzijama
d = 1, 2, 3, 8, 24), ali je strogo pozitivna.
Propozicija 2.3.2. Ako je skup E ⊂ Td izmijesˇan do na velicˇinu r > 0 s konstantom
mijesˇanja κ, onda je izmijesˇan i do na velicˇinu r′ s konstantom mijesˇanja κ′ za svaki
r′ > a(κ)r, gdje su κ′ i a(κ) neke konstante koje ovise samo o konstanti mijesˇanja κ
i dimenziji prostora d.
Sljedec´i rezultat je dao Bressan u [3], a bit c´e koristan u primjeru koji slijedi.
Propozicija 2.3.3. Neka je Φ: [0, T ] × Td → Td tok vektorskog polja i E ⊂ Td.
Pretpostavimo da postoji preslikavanje ϕ : ΦT (E
c) → ΦT (E) koje cˇuva mjeru takvo
da vrijedi
d(x, ϕ(x)) 6 ρ, ∀x ∈ ΦT (Ec). (2.3)
Tada tok Φ mijesˇa skup E do na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja κ za sve ε > 0 i
κ ∈ 〈0, 1/2〉 takve da vrijedi
ε > 1
1− d√2κ ρ. (2.4)




Uzmimo x ∈ Td i promatrajmo kuglu radijusa ε− ρ oko x. Razmatramo dva slucˇaja:
1. Barem pola tocˇaka iz kugle dolazi iz skupa E. Tada imamo:
|Bε(x) ∩ ΦT (E)| > |Bε−ρ(x) ∩ ΦT (E)| > |Bε−ρ(x)|
2
> κ|Bε(x)|.
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2. Barem pola tocˇaka iz kugle dolazi iz skupa Ec.
Zbog 2.3 imamo ϕ(Bε−ρ(x) ∩ ΦT (Ec)) ⊆ Bε(x) ∩ ΦT (E) pa slijedi:




Ovime smo pokazali da je |Bε(x) ∩ ΦT (E)| > κ|Bε(x)|, a zamjenom uloga od E
i Ec i koriˇstenjem preslikavanja ϕ−1 dobivamo |Bε(x) ∩ ΦT (Ec)| > κ|Bε(x)|, sˇto je
ekvivalentno |Bε(x) ∩ ΦT (E)| 6 (1− κ)|Bε(x)|.
Primjer 2.3.4. Bressan u [3] daje sljedec´u konstrukciju kao motivaciju za donju
ogradu na trud potreban za mijesˇanje do na velicˇinu ε. Definirajmo vektorsko polje
~v : [0,+∞〉 × Td → T (Td) tako da je
~v(t, x) =
{
2−(n+1)~e1, b2nx1 + 1/2c paran,
0, inacˇe,
t ∈ [2n, 2n+ 1〉,
v(t, x) =
{
2−(n+1)~e2, b2n+1x1 + 1/2c paran,
0, inacˇe,
t ∈ [2n+ 1, 2n+ 2〉.
Distribucijska divergencija vektorskog polja ~v je 0. Totalna varijacija od ~v je 2 za
t ∈ [2n, 2n + 1〉, odnosno 4 za t ∈ [2n + 1, 2n + 2〉. Na slici 2.3.4 prikazano je









Izgladivanjem vektorskog polja ~v mozˇemo dobiti inkompresibilno vektorsko polje v˜ i
pripadajuc´i tok Φ˜ koji mijesˇa ΩL do na velicˇinu ε˜ proizvoljno blizu ε takvo da je





|Dxv˜(t, x)| dx dt 6 (4 + δ)T = (4 + δ)(2n− 1) < 8n.
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t = 0 t = 1
t = 2 t = 3
t = 4 t = 5
Slika 2.2: Vektorsko polje ~v iz primjera 2.3.4 i njegov tok.
Poglavlje 3
Bianchinijeve polunorme
3.1 Definicija i svojstva Bianchinijevih polunormi


























Neka se Bianchinijev prostor sastoji od funkcija iz L1(Td) za koje je ‖f‖B <∞.
Ove velicˇine je Bianchini definirao u [1], gdje se bavi jednodimenzionalnim pro-
blemom mijesˇanja, a pokazuju se korisne i u viˇsedimenzionalnoj varijanti. Vezu Bi-
anchinijeve polunorme s problemom mijesˇanja otkriva sljedec´a lema.
Lema 3.1.1. Neka je κ > 0 fiksan. Za svaki ε dovoljno mali i E ⊂ Td izmijesˇan do
na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja κ vrijedi ‖1E‖B &κ,d log(1/ε).




1E(y) dy 6 1− κ, ∀x ∈ Td.
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1E(y) dy = 1−
 
Br(x)
1E(y) dy > 1− (1− κ) = κ,




1E(y) dy = 0−
 
Br(x)
1E(y) dy 6 0− κ = −κ,
sˇto zajedno povlacˇi ∣∣1E(x)−  
Br(x)
1E(y) dy
∣∣ > κ, ∀x ∈ Td.
Kako je E izmijesˇan do na velicˇinu ε, po propoziciji 2.3.2 je izmijesˇan i do velicˇine
vec´e od a(κ) pa gornja nejednakost vrijedi za sve r > a(κ)ε.





















− log(a(κ)) + log 1
ε
),
sˇto za dovoljno male ε mozˇemo ocijeniti s κ log(1/ε).
U daljnjim poglavljima koristit c´e nam i sljedec´a lema.
Lema 3.1.2. Neka je ϕ : Td → Td izmjeriva bijekcija takva da ϕ i ϕ−1 cˇuvaju mjeru
i neka je E ⊆ Td, takav da je ‖1E‖B < +∞. Tada vrijedi









Dokaz. Koristec´i cˇinjenicu da su ϕ i ϕ−1 bijekcije koje cˇuvaju mjeru mozˇemo racˇunati:










































































Pritom smo koristili nejednakost trokuta, nejednakost ||A ∩B| − |A ∩ C|| 6 |B 4 C|
te jednakost ϕ(A4B) = ϕ(A)4 ϕ(B).
Poglavlje 4
Problem mijesˇanja u 1D
U [2] Bressan je formulirao diskretnu varijantu problema mijesˇanja u 1D, koju c´emo
prikladno zvati problem preslagivanja.
Na jednoj polici nalaze se izmijesˇane crne i bijele knjige. Zˇelimo ih preslozˇiti tako
da se lijevo nalaze sve bijele, a desno sve crne knjige. Knjige preslagujemo koristec´i
elementarne transpozicije. Jedna elementarna transpozicija sastoji se od toga da
odaberemo dva susjedna intervala, duljina a i b, te im zamijenimo mjesta. Cijena
jedne takve elementarne transpozicije je a + b. Slicˇno kao u problemu mijesˇanja,
rec´i c´emo da su knjige izmijesˇane do na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja κ ako u
svakom segmentu duljine 2ε mozˇemo nac´i barem κε knjiga crne i κε knjiga bijele
boje. Pokazat c´emo da ukupna cijena preslagivanja knjiga raste kao log(1/ε) kada
ε→ 0.
4.1 Problem preslagivanja
Za dani y ∈ T1 i a, b > 0 takve da je a+ b < 1 definiramo elementarnu transpoziciju
Ty,a,b : T1 → T1 sa
T (x) =

x+ b, x ∈ [y, y + a〉
x− a, x ∈ [y + a, y + a+ b〉
x, inacˇe.
Uzmimo da je cijena gornje operacije a+ b. Rec´i c´emo da niz elementarnih tran-
spozicija T1, . . . ,Tn preslaguje skup E ako je (Tn ◦ · · · ◦ T1)(E) g.s. jednak skupu
S = {x ∈ T1 : 0 6 x < 1/2}.
Napomena 4.1.1. Uocˇimo da je preslozˇeni skup, (Tn◦· · ·◦T1)(E) g.s. jednak skupu
〈0, |E|〉.
21





Slika 4.1: Skup E prije i poslije preslagivanja.
Bressan je u [2] pokazao sljedec´u ocjenu za ,,trud” ili ,,trosˇak” koji je potrebno
ulozˇiti za preslagivanje dobro izmijesˇanog skupa knjiga.
Teorem 4.1.2. Neka je skup E ⊂ T1 izmijesˇan do na skalu ε s konstantom mijesˇanja
κ za ε dovoljno mali. Neka je T1, . . . ,Tn niz elementarnih transpozicija koji presla-
guje skup E. Tada vrijedi
n∑
i=1
(ai + bi) &κ log(1/ε).
Dokaz. Pokazat c´emo da za elementarnu transpoziciju T = Ty,a,b vrijedi
‖1T(A)‖B − ‖1A‖B . a+ b, ∀A ∈ B(T1). (4.1)








|T〈x− r, x+ r〉 4 〈T(x)− r,T(x) + r〉| dx dr . a+ b.
Promotrimo li graf funkcije T, uocˇavamo da je T〈x−r, x+r〉 jednako 〈Tx−r,Tx+
r〉 ako interval 〈x − r, x + r〉 ne sadrzˇi niti jedan prekid funkcije T. Stoga odmah
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0 1
1
y y + a y + a+ b
y
y + b
y + a+ b
Slika 4.2: Graf elementarne transpozicije T.
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mozˇemo zakljucˇiti da je gornja simetricˇna razlika prazna ako se x ne nalazi u intervalu
radijusa r oko nekog prekida. Buduc´i da funkcija T ima 3 prekida, zakljucˇujemo da
je simetricˇna razlika 0 osim na skupu mjere 6r za neki fiksan r. Koristec´i trivijalnu













= 24(a+ b) . a+ b.
Promotrimo sada slucˇaj kada je r > a+ b. Ako interval 〈x−h, x+h〉 sadrzˇi cijeli
interval 〈y, y+a+ b〉 ili je pak disjunktan s njim, simetricˇna razlika T〈x− r, x+ r〉4
〈T(x)− r,T(x) + r〉 je prazna.
Kako 〈x−h, x+h〉 ne bi sadrzˇavao cijeli 〈y, y+a+b〉, xmora biti izvan tog intervala.
Tada je T(x) = x, pa je gornja simetricˇna razlika jednaka T〈x−r, x+r〉4〈x−r, x+r〉.
Taj skup je podskup od 〈y, y + a+ b〉 pa mu je mjera manja od a+ b.
Da bi simetricˇna razlika bila neprazna, presjek izmedu 〈x−h, x+h〉 i 〈y, y+a+b〉
mora biti neprazan, a ne smije sadrzˇavati cijeli drugi interval, sˇto je moguc´e samo
ako je x + r u 〈y, y + a + b〉, a x − r nije, ili obratno. Buduc´i da je r > a + b, skup
x-eva koji to zadovoljavaju ima mjeru manju ili jednaku 2(a+ b).



















. a+ b. (4.3)




(ai + bi) & ‖1(T−11 ◦···◦T−1n )(S))‖B − ‖1S‖B
= ‖1E‖Bε − ‖1S‖Bε
&κ log(1/ε)− ‖1S‖Bε
&κ log(1/ε).
Zadnja ocjena vrijedi za sve dovoljno male ε, jer je ‖1S‖Bε konacˇno.
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Napomena 4.1.3. Gornji dokaz je prilagodena verzija Bianchinijevog dokaza iz [1].
Bianchini je pokazao i viˇse, da za kvazi-inkompresibilna preslikavanja T1, . . . ,Tn
koja mijesˇaju skup S do na velicˇinu ε s konstantom mijesˇanja κ vrijedi
n∑
i=1
Tot.Var.(Ti − I) + Tot.Var.(T−1i − I) &κ log(1/ε).
Pritom Tot.Var.(S) oznacˇava totalnu varijaciju preslikavanja S. To je poopc´enje
gornje tvrdnje jer za elementarne transpozicije imamo
Tot.Var.(Ty,a,b − I) = Tot.Var.(T−1y,a,b − I) = 2(a+ b).









Sumu u Bianchinijevom poopc´enju mozˇemo interpretirati kao diskretnu varijantu gor-
nje formule.
Poglavlje 5
Problem mijesˇanja u viˇse dimenzija
Buduc´i da do danas ne postoji odgovor na Bressanovu slutnju u slucˇaju d > 2,
smisleno je pitati se vrijedi li tvrdnja ako L1-normu na torusu zamijenimo nekom
vec´om normom, tj. postoji li funkcijski prostor Y ⊂ L1(Td) takav da za vektorsko
polje v koje mijesˇa ΩL do na velicˇinu ε vrijedi
T
0
‖∇xv(t, ·)‖Y dt &κ,Y log (1/ε) .
U ovom poglavlju prikazujemo pristup problemu pomoc´u singularnih integrala
koji koriste Hadzˇic´, Seeger, Smart i Street u [6] za dokaz slutnje u slucˇaju Y =
Lp(Td), p > 1. Takoder izlazˇemo jednu diskretnu varijantu problema koju isti autori
rjesˇavaju u vec´ spomenutom cˇlanku.
5.1 Pristup pomoc´u singularnih integrala
Osnovna ideja je slicˇna kao u rjesˇenju jednodimenzionalnog problema. Zˇelimo nac´i
odgovarajuc´u ocjenu na razliku ‖1ΦT (A)‖B − ‖1A‖B. U ovom slucˇaju, to je ocjena
oblika
‖1ΦT (A)‖B − ‖1A‖B .κ,Y
T
0
‖Dx~v(t, ·)‖Y dt. (5.1)
Prvi korak u dokazu takve ocjene daje nam sljedec´a propozicija, nakon koje se
problem svodi na ocjenu bilinearne integralne forme.
26
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Propozicija 5.1.1. Neka je E ⊂ Td i Φ: [0, T ] × Td → Td tok glatkog vektorskog









(x− y) · (~v(t, x)− ~v(t, y))
|x− y|d+2 1Φt(E)(x)1Φt(E)(y) dy dx.
Dokaz. Definiramo fE(x) = 1E(x) − 1Ec(x). Funkcija fΦt(E) ima vrijednosti −1 i 1













fΦt(E)(y) dy, x ∈ Φt(Ec).















































































d−1(ε−d − (1/4)−d), |x− y| < ε
d−1(ε−d − |x− y|−d), ε 6 |x− y| 6 1/4
0, inacˇe,
pa definiramo funkciju Hε(u) sa
H(u) =

d−1(ε−d − (1/4)−d), |u| < ε
d−1(ε−d − |u|−d), ε 6 |u| 6 1/4
0, inacˇe.
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Njen gradijent je dan s
∇Hε = − u|u|d+21A(ε,1/4)(u),
gdje je A(ε, 1/4) kruzˇni vijenac s radijusima ε i 1/4.


































∇Hε(Φt(x)− Φt(y)) · ∂
∂t



















(x− y) · (~v(t, x)− ~v(t, y))
|x− y|d+2 fΦt(E)(x) fΦt(E)(y) dy dx.
Direktnim racˇunom dobije se ‖fE‖B(ε) = 2‖1E‖Bε , odakle slijedi tvrdnja.







(x− y) · (~b(x)−~b(y))
|x− y|d+2 f(x)g(y) dy dx.
Iz prethodne propozicije integriranjem od 0 do T dobivamo





Sperε [1Φt(E),1Φt(E), ~v(t, ·)] dt.
Sada je jasno da bi odgovarajuc´a ocjena oblika |Sperε [1E,1E,~b]| . ‖Dx~b‖Y direktno
povlacˇila ocjenu oblika 5.1. Seeger, Smart i Street u [10] donose sljedec´i rezultat.
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Teorem 5.1.2. Neka je ~b : T1 → T (T1) glatko, solenoidalno, vektorsko polje, te neka




i = 1. Tada je
|Sperε [f, g,~b]| .p1,p2,p3 ‖Dx~v‖p1‖f‖p2‖g‖p3 .
U nasˇem slucˇaju su f i g karakteristicˇne funkcije izmjerivih skupova, pa mozˇemo
uzeti p1 proizvoljno blizu 1 te p2 i p3 namjestiti po potrebi. Time smo pokazali sljedec´i
teorem:
Teorem 5.1.3. Za svaki ε dovoljno mali i za svako glatko inkompresibilno vektorsko
polje ~v : [0, T ]× Td → T (Td) cˇiji tok Φ mijesˇa skup ΩL do na velicˇinu ε ∈ 〈0, 1/4〉 s
konstantom mijesˇanja κ vrijedi
 T
0
‖Dx(t, ·)~v‖Lp(Td) dt &κ,d log(1/ε).
5.2 Diskretni 2D problem
Isti autori u istom cˇlanku [6] razmatraju zanimljivu 2D varijantu problema mijesˇanja.
Na torusu T2 radimo niz operacija koje se sastoje od toga da odaberemo proizvoljan
kvadrat u njemu te ga okrenemo za 90◦ u smjeru suprotnom od kazaljke na satu.
Preciznije, za zadani x ∈ T2 i r ∈ 〈0, 1/4〉 definiramo preslikavanje Rx,r : T2 → T2
koje rotira kvadrat 〈x1 − r, x1 + r〉 × 〈x2 − r, x2 + r〉:
Rx,r(y) :=
{
(x1 + x2 − y2, x2 − x1 + y1), y − x ∈ 〈−r, r〉2,
y, inacˇe.
Cijena rotacije Rx,r je r
2. Da bismo motivirali ovaj odabir cijene, uocˇimo da
R0,r mozˇemo prikazati kao djelovanje toka vektorskog polja ~v koje je u koordinatama
〈−1/2, 1/2〉2 zadano s
~v(t, x) =

(0, 2x1), |x2| < |x1| < r,
(−2x2, 0), |x1| < |x2| < r,
(0, 0), inacˇe.
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Slika 5.1: Vektorsko polje ~v koje cˇiji tok je rotacija za 90◦.
Nakon krac´eg racˇuna pokazˇe se da je slaba divergencija vektorskog polja ~v jednaka
















pa je ukupan ,,trud” ulozˇen u mijesˇanje jednak
 1
0
‖Dx~v(t, x)‖L1 dt = 8r2.
Za ovu varijantu problema mijesˇanja imamo sljedec´i rezultat.
Teorem 5.2.1. Neka je ε dovoljno mali i neka su Rx1,r1 , . . . , Rxn,rn rotacije kvadrata
kao gore takve da je skup (Rxn,rn ◦ · · · ◦ Rx1,r1)(〈0, 1/2〉2) izmijesˇan do na velicˇinu ε
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te primijeniti leme 3.1.1 i 3.1.2.
Integral rastavljamo na dva dijela, jedan je na segmentu [0, s], a drugi na segmentu
[s, 1/4].
Za ocjenu integrala na prvom segmentu koristit c´emo geometrijski argument. De-
finirajmo preslikavanje ϕx,α(y) zadano s ϕx,α(y) = x + α(y − x). Ono skalira sve
udaljenosti za faktor α, sa srediˇstem u x. Lako je pokazati da sve povrsˇine skalira za
α2 pa imamo:
|ϕx,α(Rx,s(Br(y))4Br(Rx,s(y)))| = α2|Rx,s(Br(y))4Br(Rx,s(y))|.












r′ = r/4s s→ 1/4



























Razmotrimo sada slucˇaj kada je r > s.




1. Presjek kugle Br(y) s kvadratom je prazan. U tom slucˇaju je i simetricˇna razlika
prazna jer je Rx,s(Br(y)) = Br(y), buduc´i da je Rx,s identiteta na kvadratu.
Uocˇimo da je presjek prazan cˇim je |y − x| > r + s√2.
POGLAVLJE 5. PROBLEM MIJESˇANJA U VISˇE DIMENZIJA 32
2. Kugla Br(y) sadrzˇi cijeli kvadrat. Tada imamo:
Rx,s(Br(y)) = Rx,s(Br(y) \K) ∪Rx,s(K) = (Br(y) \K) ∪K = Br(y),
jer je Rx,s(K) = K. Uocˇimo josˇ da kugla sadrzˇi cijeli kvadrat cˇim vrijedi
|y − x| 6 r − s√2 jer je
d(y, vrh od K) 6 d(y, x) + d(x, vrh od K) = |y − x|+ s
√
2.
3. Kugla Br(y) ima neki netrivijalan presjek s kvadratom. Tada je
Rx,s(Br(y))4Br(y) = (Br(y) ∩K)4Rx,s(Br(y) ∩K),
sˇto je svakako podskup od K pa mu je mjera manja od njegove povrsˇine.
Kada je tocˇka y unutar kvadrata, mjeru simetricˇne razlike mozˇemo ocijeniti s
|Rx,s(Br(y))4Br(Rx,s(y))| . sr.
Ako je tocˇka y unutar kvadrata, onda sigurno vrijedi |y − x| < s√2.















Zbrajanjem ocjena za integrala na dva dijela segmenta smo pokazali zˇeljenu tvrd-
nju.
Pokazˇimo da se donja ograda iz prethodnog teorema zbilja mozˇe dostic´i. Uz






















mozˇemo podijeliti kvadrat 〈0, 1/2〉2 na cˇetiri manja kvadrata, kao na slici 5.2. Ukupna
cijena rotacija je 6 · (1/4)2.
Nastavimo li rekurzivno, vidimo da mozˇemo izmijesˇati pocˇetni skup do na velicˇinu
2−nc s ukupnom cijenom n(1/4)2, gdje je c neka konstanta.





































Slika 5.2: Djelovanje niza od 6 rotacija, ukupne cijene 6 · (1/4)2.
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U ovom radu proucˇavamo Bressanov problem mijesˇanja. Dajemo rigoroznu defini-
ciju problema iz Eulerovog i Lagrangeovog glediˇsta. Prikazujemo rjesˇenje jedne jed-
nodimenzionalne, diskretne varijante problema koju je takoder formulirao Bressan.
Nadalje, prikazujemo pristup dokazu Lp varijante Bressanove slutnje preko ocjena
za bilinearnu singularnu integralnu formu. Na kraju donosimo rjesˇenje josˇ jedne
diskretne, dvodimenzionalne varijante problema mijesˇanja.
Summary
In this thesis we study Bressan’s mixing problem. We give a rigorous formulation
of the problem from Eulerian and Lagrangian viewpoints. We present a solution
of a one-dimensional, discrete version of the problem formulated by Bressan. We
also show an approach to the proof of an Lp variant of Bressan’s conjecture via
boundedness a bilinear singular integral form. Finally, we demonstrate a solution of
another, discrete, two-dimensional variant of the mixing problem.
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